Multiplikation am Kreis

1 Leibnizsche Sektor-Regel

Wenn eine Kurve in Polarkoordinaten als r(¢) gegeben ist, kann die Fliche A des Sektors
bestimmt werden durch

A= 72%7“(@ -r(p)dp = §/T2(¢)d¢

Nun nehmen wir an, dass die Kurve allgemein parametrisiert ist durch x(¢) und y(t). Dann
gilt

r? =%+ y2; p = arctan g;
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2 Die Epizykloide

Ein kleiner Kreis vom Radius r = & dreht sich mit der Winkelgeschwindigkeit w und treibt
ohne Schlupf einen grofien Kreis vom Radius a von auflen an. Die Winkelgeschwindigkeit des
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grofien Kreises ist dann 2 = —*. Wenn wir diesen Vorgang von einem mit der Winkelgeschwin-
digkeit —* rotierenden System aus betrachten, steht der grofie Kreis still, der Mittelpunkt des
kleinen Kreises dreht sich mit der Winkelgeschwindigkeit * und der kleine Kreis dreht sich mit
der Winkelgeschwindigkeit w + = = "T“w. Die Bewegung eines festen Punktes auf dem kleinen

Kreis wird in diesem Bezugssystem Epizykloide genannt. Die Kurvengleichungen lauten dann

()2 () 2 (o)

Wenn wir nun w = n setzen, erhalten wir

() ="t () + 2o (ol 20

Fiir die Ableitung erhalten wir

(x) _n+l (— sin(t) — sin((n + 1)t))

v n cos(t) + cos((n + 1)t)

i = (n il 1a> (sin®(¢) + 2sin(¢) sin((n + 1)t) + sin®((n + 1)t))

= (n i 1@) (cos?(t) + 2 cos(t) cos((n + 1)t) 4 cos®((n + 1)t))

1\2
i’ 4+ = <n il a) (24 2cos(nt))
n

t t t t t
cos(nt) = cos” (%) = sin*( ) = cos?(5) — 1+ cos’(5) = 2eos?(5) — 1
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t t
cos(nt) + 1 = QCOSZ(%) = 2cos(nt) + 2 = 4 cos” <%)
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Damit gilt fiir den Umfang einer Epizykloide

1
Y 8(n + )a
n
Wir wenden uns nun der Fliche zu
1
yx = nT—; a® ((n+1) cos®(t) + (n + 2) cos(t) cos((n + 1)t) + cos®((n + 1)t))
1
Yy = n; a® (—(n+1)sin®(t) — (n + 2) sin(¢) sin((n + 1)t) — sin®*((n + 1)t))
1 2
yr — yi = (n+ )gn i )a2(1 + cos(nt))
n
Fiir die Flache erhalten wir nun
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3 Die Kardioide

y

Die Kardioide entsteht indem ein Kreis um einen gleichgrofien festen Kreis vom Radius
a abrollt. Wir verschieben den festen Kreis um a nach rechts. Damit erhalten die folgende

Epizykloiden-Gleichung
z) _ (), 2 (cos(t) n 1 (cos(2t)
y) \O 1? sin(t) 1° sin(2t)

Wir versuchen nun den Koordinaten eine gefilligere Form zu geben.
x = 2acos(t) + a(1cos(2t)) = 2acos(t) + 2a cos®(t) = 2a(1 + cos(t)) cos(t)

y = 2asin(t) + asin(2t) = 2asin(t) + 2asin(t) cos(t) = 2a(1 + cos(t)) sin(t)

Dieser Darstellung kénnen wir nun sofort die Polarkoordinaten-Darstellung der Kardioide ent-
nehmen. Es gilt

r(t) = 2a(1 + cos(t)) = 4a cosQ(%)

Fiir den Umfang gilt dann

8-2
u:Ta:16a

und fir die Flache
2-3

A=""ra®=67a>




Wir legen durch die Spitze (Ursprung) eine Gerade, welche die Kardioide in den Punkten
P und Q trifft. Wegen

r(t) = 2a(l +cos(t)); r(t+m)=2a(l—-cos(t)); = rt)+r{t+n)=4a
Alle Strecken P(Q = 4a haben also dieselbe Linge! Nun berechnen wir die Mittelpunkte der
Strecken [PQ)].
z(t)\  [a cos(t) cos(2t)
(y(t)) = (0) 2a (m(t) T\ sin(2t)
z(t+m)\  [a — cos(t) cos(2t)
(y(t + F)) N <0> 2a <— sin(t) ta sin(2t)
Fiir den Mittelpunkt gilt dann
me\ _ (@) cos(2t) L (me) _ (a) cos(2t)
my)  \0 “ sin(2t) my 0) — ¢ sin(2t)
Damit haben alle Mittelpunkte vom Punkt A(a,0) alle denselben Abstand a. Damit liegen die

Mittelpunkte auf einem Kreis!
Wir kénnen noch die zweite Parametrisierung untersuchen

- (1))

Wir berechnen die Ableitung

1=~ (3) i (3 () e () (2 -

t —sin § cost — cos £ sint t —sin%
= 4a cos 5 i T E = 4a cos = 3¢
Sln581nt—|—cos§cost 2 Ccos &

Damit erhalten wir fiir den Normalen-Einheitsvektor

3t
- cos %
() = <sin 3—2’5)
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Nun bestimmen wir die Hesse-Normalen-Form der Tangente an der Kardioide

Jetzt berechnen wir das Skalarprodukt 7i(t) o Z(¢).

t 3t 3t t
ii(t) o #(t) = 4a cos® 5 (cos Bl cost + sin 5 sin t) = 4a cos® 5

Dadurch erhalten wir die Tangenten-Gleichung an der Kardoide als

B Bl
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3a

Auf einem Kreis vom Radius 3a lauft ein Punkt P mit der Winkelgeschwindigkeit w; = 1 und
ein Punkt @ mit der Winkelgeschwindigkeit ws = 2 um. Wir betrachten nun die verbindende

Sehne PQ).
7= (6)+5 (i) 7= (6) + (50)

_ _9gin 3tsin t t [ sindt
. CQS(2t) cps(t) _ (2 smgt2 r?*mt2 _9gin?t smgt2
sin(2t) — sin(t) 2cos 5 sin 3 2 \ cosZ

2

ist die Richtung der Sehne. Damit erhalten wir die Normale
. (cos %)
n = . 3t
sin 5

3 ?
COS— T S — - = C
2 5 Y

Die Gleichung der Sehne hat die Form

Der Punkt P liegt auf dieser Sehne und dadurch gilt

3t 3t
€= cos - (a + 3acos(t)) + 3asin 5} sin(t) =

3t 3t . 3t .
= acos — + 3a | cos B cos(t) + sin bl sin(t) | =

t t t t
=a (—3COS§ + 4 cos® 5) +3acos§ = 4acos3§

Somit erhalten wir fiir die Sehne

Y
COS —X Sl —Y = 4a COS™ —
2 2 Y 2

Dies ist aber genau die Gleichung der Tangente an der Kardioide. Man nennt diese Erzeugung
die Cremona-Erzeugung. Ein Punkt P des Kreises mit dem Richtungswinkel ¢ wird mit einem
Punkt des Kreises mit Richtungswinkel 2¢ verbunden!

>



Vom Punkt Z gehen Lichtstrahlen aus. Der Lichtstrahl trifft auf den Kreispunkt P und wird
dort reflektiert und trifft auf Punkt Q. Die Mittelpunktswinkel 7 = 180° — 2¢ sind dadurch
gleich grof}. Damit ist P() Tangente einer Kardioide. Damit ist die Kardioide eine Kaustik.

y

Es wird um (2a,0) ein Kreis vom Radius 2a gezogen. Weiterhin ziehen wir einen Radius
mit Richtungswinkel ¢ mit Endpunkt 7" und zeichnen die Tangente. Diese trifft den Strahl von
O zum Richtungswinkel ¢ im Fuflpunkt F. Die Gleichung der Tangente lautet

cos(p) - (x — 2a) +sin(¢) - y = 2a
Der Fulpunkt F' hat dann die Gleichung
Fe (7“ cgs(gb))
rsin(¢)
Diesen setzen wir in die Tangenten-Gleichung ein und erhalten

2a = cos(¢) - (r cos(d) — 2a) +sin(¢) - rsin(p) = r cos*(¢) — 2a cos(¢) +rsin?(¢) = r — 2a cos(¢)

Umstellen liefert sofort
r = 2a(1 + cos(¢)

Also bewegt sich der FuBBpunkt auf einer Kardioide.



4 Die Nephroide

Ein kleiner Kreis vom Radius a rollt auf einem groflen Kreis vom Radius 2a ab. Dadurch
gilt fiir diese Epizykloide

() = 2o (200) 1 Do (200) < (20 (00

Wir kénnen die Komponenten noch etwas anders schreiben

z = 3acos(t) + a (=3 cos(t) + 4 cos’(t)) = 4acos®(t)

y = 3asin(t) + a (3sin(t) — 4sin’(t)) = 6asin(t) — 4sin’(t)

Damit haben wir eine zweite Darstellung gefunden

7 (6a e O_Sif?m%))

Fiir den Umfang gilt

und fir die Flache
2+ 1)(2+2)

92
Wir wenden uns nun der Tangente an der Nephroide zu

A= 7(2a)? = 127a®

x = 3acos(t) + acos(3t) = & = —3a(sin(t) + sin(3t) = —6a sin(2t) cos(t)

y = 3asin(t) + asin(3t) = ¢y = +3a(cos(t) + cos(3t) = +6a cos(2t) cos(t)

Wir erhalten dadurch 2
T —sin(2¢
(y) = 6a cos(t) ( cos(2t) )

- ()

Die Tangente wird also durch eine Gleichung der Form

Als Normalenvektor ergibt sich

cos(2t) - x +sin(2t) -y = ¢
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beschrieben. Um die Konstante ¢ zu gewinnen, setzen wir den Kurvenpunkt ein

¢ = cos(2t)(3a cos(t) + acos(3t)) + sin(2t)(3asin(t) + asin(3t)) =
= 3a(cos(2t) cos(t) + sin(2t) sin(t)) + a(cos(2t) cos(3t) + sin(2t) sin(3t)) =
= 3acos(t) + acos(t) = 4acos(t)

Damit lautet die Tangentengleichung

cos(2t) - x + sin(2t) - y = 4a cos(t)

4a,

Auf einem Kreis vom Radius 4a lduft ein Punkt P mit der Winkelgeschwindigkeit w; = 1 und
ein Punkt Q mit der Winkelgeschwindigkeit ws = 3 um. Wir betrachten nun die Verbindungs-
Sehne [PQ). Fir die beiden Punkte P und Q gelten die Gleichungen

peta (0N o ().

Die verbindende Sekante hat dann den Richtungsvektor

s (cgs(?)t) — cps(t)) _ (—2 sin(2t) §1n(t)> _ 2sin() (—sin(zt))

sin(3t) — sin(t) 2 cos(2t) sin(t) cos(2t)

Fiir den Normalenvektor der Sekante gilt damit
. (cos(2t)
ne (sin(2t))

cos(2t) - x +sin(2t) -y = ¢

cos(t)

Um ¢ zu ermitteln setzen wir den Punkt p'= 4a ( .

sin(?)

cos(2t)4a cos(t) + sin(2t)4asin(t) =

= 4a(cos(2t) cos(t) + sin(2t) sin(t)) =
= 4acos(t)

Damit lautet die Sekanten-Gleichung

) in diese Gleichung ein und erhalten

¢



Damit wird die Sekante durch die Gleichung

cos(2t) - x + sin(2t) - y = 4a cos(t)

beschrieben. Die Sekanten sind also genau die Tangenten der Nephroide.
B
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trifft in A mit Richtungswinkel ¢ auf den Kreisspiegel und wird reflektiert, um bei B ein zweites
Mal auf den Spiegel zu treffen. Man entnimmt der Zeichnung sofort, dass zu B der Richtungs-
winkel 3t gehort. Damit wird ersichtlich, dass die Kaustik des Kreisspiegels eine Nephroide ist.
Wir erhalten also die Kaustik, indem wir den Punkt A mit Richtungswinkel ¢ mit einem Punkt
mit Richtungswinkel 3¢ verbinden.

5 Einmaleins am Kreis

Wir zeichnen einen Kreis und verbinden immer einen Kreispunkt mit Richtungswinkel ¢ mit
einem Kreispunkt mit Richtungswinkel m -t wobei m € R. Damit erhalten wir fiir jedes m € R
eine Schar von Geraden. Die Kaustik dieser Geraden-Schar ist fiir m = 2 die Kardioide und fiir
m = 3 die Nephroide. Das Bild zeigt m = 4 und m = 29.
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